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В работе  рассматривается вопрос об ограниченности сублинейных опера-
торов из довольно широкого класса, содержащего в частности, сингулярные интег-
ральные операторы, потенциалы Рисса и Бесселя, максимальные функции, дробно-
максимальные функции, интегралы Пуассона, ассоциированные дифференциальным 
оператором Лапласа-Бесселя, в новых шкалах банаховых пространств, введенных в 
терминах интегральных характеристик типа Ω , *Ω . 
 

Пусть nR - эвклидово пространство размерности  ( ),1≥nn    
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оператор обобщенного сдвига ( )OOC , порожденный дифференциальным опе-
ратором Лапласа- Бесселя [1]: 
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и ( ) 0, >ttω , измеримая почти всюду положительная функция.  
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 Пусть ∞≤< p1 .  По определению [5] сублинейный  оператор A  при-
надлежит  классу ( )qpK v , , если vqvp LLA ,,: →  ограничен и для любой функции 

( )+
+∈ kkmvp RLu ,,  с компактным носителем при ux supp∈    
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В случае qp =  операторы ( )ppKA ,∈ могут быть сингулярными. 
 Рассмотрим vkmB 2,+  - интеграл Пуассона: 
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vkmB 2,+  - максимальную функцию: 
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vkmB 2,+ - дробно максимальную функцию:  
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vkmB 2,+ - потенциал Рисса: 
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 В дальнейшем c  положительная постоянная, различная в разных нера-
венствах: 0=ia  при { } iiami ν2,,...,1 =∈  при  { } kmiavbkmmi ii +=−=++∈ ,1,2,,...,1 . 
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а также множества 
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Для каждого kmi += ,...,2,1  разобьем +
+ kkmR ,  на прямую сумму про-

странств ikmR ,1−+  и  iR ,1 ,  где  
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 а ikmR ,1−+  – ортогональное дополнение iR ,1  в +
+ kkmR , . Точки пространств  ikmR ,1−+  

и iR ,1  обозначим, соответственно, через iŷ  и iy , так что ( )ii yyy ,ˆ=↑ . При 

этом будем пользоваться также обозначениями ( ) ( )iikm yyuyyu ,ˆ,...,1 =+ .    
 Всюду в дальнейшем ( )tX E  – характеристическая функция множества 

( )+∞∞−⊂ ,E . 
Положим 

( ) [ ]( ) ( ),,0, yuyXyu ii ξξ =                                        ( ) [ ) ( ) ( ) ,,, yuyXyu ii ∞
∗ = ξξ  

( ) ( ) ( ) ,ˆˆ

1

,,
0

,

,1

p

i
R

ii
p

ii ydyyuyu
ikm

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

−+

μξξ              ( ) ( ) ( )
p

i
R

ii

p

ii ydyyuyu
ikm

1

,,
0

, ˆˆ
,1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ∫

−+

∗
∗ μξξ ,  

( ) ( )
( ) ( )

( )∫
+
+

++−
=

kkmR iii

i
i xyx

ydyu
xuI

,

,
ˆˆ

, ,
, β

ξ
β ξ

μ
ξ    ( ) ( )

( )
[ ]∫

+
+ ++−

=
∗

∗

kkmR iii

i
i

yyx

uu
xuI

,

,
ˆˆ

,,
, ,

, β
ξ

β
ξ

ξ
ξ      

где   ( ).1/,, −=′∈ +
+ pppRx kkm  

 
Справедливы следующие леммы [4].  
 
Лемма 1. Пусть  ( ) .1,1,, −+>′∞≤≤<∈ kmpqpxAu ivp β  Тогда 0>∃ c , 

0>∀ ε  справедливы оценки 
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где постоянная c  не зависит  от ξ  и u . 
 Лемма 1′ .  Пусть  ( ) .1,, ∞<≤<∈ ∗ qpxAu ivp  Тогда 0>∃ c , 0>∀ξ  спра-
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 Имеют место также следующие леммы [4]. 
 Лемма 2. 
 а) Пусть  ( ) .1,, ∞<<∈ pxAu ivp  Тогда  справедлива оценка 
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где  ,0>t  постоянная c не зависит от ξ,x  и t .  
Лемма 2′ . 
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где  ,0>t  постоянная c  не зависит от ξ,x и .t  
 Следующие две теоремы являются отправным пунктом для дальнейших 
рассуждений.  
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Теорема 1.  Пусть ( )ivp xJu ,∈  и ( )qpKA v ,∈ . Тогда для почти всех 
+
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 Теорема 1 доказана.  
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Аналогично доказывается 
 Теорема 1′ .  Пусть ( )ixJu ∗∈  и ( )qpKA v ,∈ . Тогда для почти всех 
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Оценки, полученные в терминах ∗ΩΩ ,  характеристик, позволяют дока-
зать совершенно новые по содержанию теоремы о свойствах операторов из 
( )qpK ,  в пространствах, введенных в терминах этих характеристик. 
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,, ippI  совпа-

дают с некоторыми весовыми ν,pL  пространствами, а именно, имеет место  
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 Лемма 3. Пусть  1N∈ϕ  ( )*
1N∈ψ , ( ) ( ) ( ) ( ) 0*

0

>⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
== ∫∫

∞

tdtttdt
t

t

ψωξξϕω .

 Тогда  
( ) ( )( )+

+= kkmipipp RxLI ,,,, ,ωϕ ν  ( ) ( )( )( )+
+= kkmipipp RxLI ,

*
,

*
,, ,ωψ ν  

и соответствующие нормы эквивалентны. 
 Легко видеть, что ( )tω  – возрастающая, а ( )t*ω  – убывающая весовые 
функции. 
 Приведем некоторые теоремы о действии оператора ( )qpKA ,∈  в шкале 

пространств ( )ϕipI ,,∞ , ( )ψipI ,,∞ ,  ( )ϕ*
,, ipI ∞ , ( )ψ*

,, ipI ∞
o

.  
 С этой целью рассмотрим операторы  

( )
( )

( )∫
−

′
+

−′
+

−
=→∈

ξ

ϕξϕϕ
0

11
1

1

: dtttZNZ p
a

p
a ii

,  

( )
( )

( )∫
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−

−
+

=→∈
ξ

ψξψψ dtttZNZ q
a

q
a ii 11

1
1

*** : . 

 Легко заметить, что операторы Z  и *Z  сохраняют O  и o   отношения. 
 Лемма 4. Пусть N∈ϕ  ( )*N∈ψ  и 0>∀ ξ  сходится интеграл  

( )
( ) ⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∫∫
∞

+

′
+

ξ

ξ

ψ
ϕ t

dt

tt
t
dt

t
t

q
a

p
a

i

i

1
0

1

1 .                                           (2) 

 Тогда  
( ) ( )ipip xJI νϕ ,,, ⊂∞ ,                                                     (3) 

( ) ( )ipip xJI *
,

*
,, νψ ⊂∞ .                                                   (3′ ) 

 Доказательство. Пусть ( )ϕipIu ,,∞∈ . Тогда  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ∞<

⋅
≤

⋅

⋅Ω
=

⋅Ω
∫∫∫

′
+

∞

′
+

′
+

ξξξ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

0

1

,,
0

1

,

0

1

, :
,,

dt
tt

tIudt
tt

tttu
dt

t
ttu p

a

ip

p
a

ip
p
a

ip

iii

. 

Откуда следует справедливость включения (3). Включение ( 3′ ) доказы-
вается аналогично. 
 Теорема 2. Пусть ∞<≤< qp1 , ( ) ( )*,, NNqpKA ∈∈∈ ψϕν  и сходится 

интеграл (2). Тогда оператор A  действует из ( ) ( )ϕϕ 0
,,,, , ipip II ∞∞  ( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞∞ ψψ *

,,
*

,, , ipip II
o

 

в ( )( ) ( )( )ϕϕ 10
,,

1
,, , −

∞
−

∞ ZIZI ipip  ( )( ) ( )( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
∞

−
∞

1**
,,

1**
,, , ψψ ZIZI ipip

o

 соответственно и ограничен.  

 Доказательство теоремы 2 следует непосредственно из определения этих 



 32

пространств, с учетом свойств операторов Z , *Z , леммы 4 и теоремы 1 (теоре-
мы 1′ ).  
 Для изучения оператора ( )qpKA v ,∈  в шкале пространств  

( ) ( )ϕϕ θθ
0

,,,, , ipip II ,  нам нужна следующая  

Теорема [2, 3]. Пусть 
1

,1 1 −
=′∞≤≤≤
θ
θθθθ  и ( ) ( )ttu υ,  - положи-

тельные на  ( )+∞,0  функции. Тогда 
1) Для справедливости неравенства  

( ) ( ) ( ) ( )
θ

θ
θθ

υϕττϕ
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∞∞

dtttkdtdtu
t

 

с постоянной  1k , не зависящей от ϕ , необходимо и достаточно выполнение условия  

( ) ( )( ) ∞<
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>
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2) Для справедливости неравенства  

( ) ( ) ( ) ( )
θ

θ
θ

θ υϕττϕ

1

0
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1
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1
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с постоянной 2k , не зависящей от ϕ  , необходимо и достаточно выполнение 
условия 

( ) ( )( ) .sup
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⎟
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 Лемма 5. Пусть { } ( )*
11,,...,1,1,1 NNkmiqp ∈∈+∈∞<<∞<≤< ψϕθ , ( ) pai ′+= 1β ,   

( )( )qai+= 1γ  и сходится интеграл  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
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⎟
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⋅⋅ +
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ξ
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1 .                             (4) 

 Тогда  ( ) ( ) ( ) ( )( )ipipipip xJIxJI *
,

*
,,,,, νθνθ ψϕ ⊂⊂ . 

Доказательство.  Пусть  ( )ϕθ ipIu ,,∈ . Возьмём  0>ξ .  Тогда имеем 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ≤⋅⋅⋅Ω=⋅Ω −
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∫∫ dtttttudtttu ip
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θξ
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1

0

11 dtttuc . 

Случай ( )ϕθ
*

,, ipIu∈  рассматривается аналогично.  
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Лемма 5 доказана. 
Теорема 3.  Пусть  ∞<≤<∞<≤< 11,1 θθqp , ( ) ,,,, 1NqpKA v ∈∈ ψϕ  { }kmi +∈ ,...,2,1  и 

выполняется условие  
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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, ( )( )pai ′+= 1β .           (5) 

Тогда оператор А действует из ( )ϕθ ipI ,,  в ( )ψθ iqI ,, 1
 и имеет место нера-

венство 
( ) ( ) ,:: ,,,, 1

ϕψ θθ ipiq IucIAu ≤  

где  постоянная c  не зависит от функции u . 
Доказательство.  В силу (5) сходится интеграл  (4), откуда, в силу лем-

мы 4, ( ) ( )iipip xJI ,,, ⊂∞ ϕ  и, следовательно, справедлива теорема 1.  Тогда, в силу 
оценки (2), применяя теорему Харди, получаем 
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Теорема 3 доказана.  
Аналогично доказывается 
Теорема 4.  Пусть ∞<≤<∞<≤< 11,1 θθqp , ( ) ,,,, *

1
** NqpKA v ∈∈ ψϕ  

{ }kmi +∈ ,...,2,1  и выполняется условие  
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Тогда оператор A  действует из ( )ϕθ

*
,, ipI  в ( )ψθ

*
,, 1 iqI   и имеет место нера-

венство  
( ) ( ) ,:: *

,,
*

,, 1
ϕψ θθ ipiq IucIAu ≤  

где постоянная c  не зависит от функции u . 
 Доказательство.   Поступая так же, как и в теореме 3, получаем  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Теорема 4 доказана.  
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LAPLAS –BESSEL DİFERENSİAL OPERATORUNUN DOĞURDUĞU SUBXƏTTİ 

OPERATORLAR ÜÇÜN BƏZİ QİYMƏTLƏNDİRMƏLƏR  
VƏ ONLARIN TƏTBİQLƏRİ 

 
S.K.ABDULLAYEV, A.Ə.ƏKBƏROV, M.K.KƏRİMOV 

 
XÜLASƏ 

 
 İşdə ∗ΩΩ,  inteqral xarakteristikalar terminində verilmiş yeni Banax fəzaları şkala-
sında xüsusi halda sinqulyar inteqral operatorları, Riss və Bessel potensiallarını, maksimal 
funksiyaları, kəsr- maksimal funksiyaları, Puasson inteqralını özündə saxlayan kafi qədər 
geniş sinifdən olan subxətti operatorların məhdudluğu məsələsinə baxılmışdır. 
 

SOME ESTIMATION FOR  SUB-LINEAR OPERATORS ASSOCIATED WITH 
LAPLACE-BESSEL DIFFERENTIAL OPERATOR AND THEIR APPLICATIONS 

 
S.K.ABDULLAYEV, A.A.AKBAROV, M.K.KARIMOV 

 
SUMMARY 

 
The paper deals with the problem of boundedness of sub-linear operators  from a very 

wide class containing, in particular, singular integral operators, Riesz and Bessel potentials, 
maximal functions, fractional-maximal functions, Pousson integrals associated with Laplace-
Bessel differential operator in new scales of  Banach spaces introduced in the terms of integral  
characteristics of type ∗ΩΩ, . 


